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Extremaleigenschaften von Kraftkonstanten

1. Uber einen Zusammenhang des “progressive rigidity model” mit Extremaleigenschaften
von Kraftkonstanten der Schwingungsbewegung von Molekiilen
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Es wird der Beweis gefiihrt, dal das Modell der progressiven Starrheit von Torkington mit suk-
zessive eingefiihrten Minimalforderungen an die diagonalen Elemente der Matrix der Kraftkonstan-

ten verkniipft ist.

In der letzten Zeit sind in mehreren Arbeiten 178
Extremaleigenschaften von Kraftkonstanten der
Schwingungsbewegung von Molekiilen diskutiert
worden. FREEMAN %, sowie PEACOCK und MULLER ©
haben dabei darauf aufmerksam gemacht, dafl im
Falle einer Symmetrierasse mit zwei Schwingungs-
moden (n=2) die Extremalforderung

Fyy=Min Fy, ()

identisch ist mit dem schon frither von TORKING-
TON® und LARNAUDIE !® vorgeschlagenen Modell
der progressiven Starrheit: “progressive rigidity
model”. Noch um einiges frither haben jedoch rus-
sische Autoren 1112 das gleiche Modell als 0-te Na-
herung zur Berechnung von Kraftkonstanten benutzt
und auch in der Folgezeit an zahlreichen Beispielen
diskutiert 13717,

Es soll in dieser Arbeit gezeigt werden, dal} das
Modell der progressiven Starrheit nicht nur im Spe-
zialfall n=2, sondern auch im allgemeinen Falle
von n Schwingungsmoden in einer Symmetrierasse
mit bestimmten Extremalforderungen an die Diago-
nalelemente F;; der Kraftkonstantenmatrix F zu-
sammenhingt.

Die Sidkulargleichung der Schwingungsbewegung
eines Molekiils lautet in der Notation von WILSON,

1 G. STREY, Raman-Kolloquium, Magdeburg 1966; J. Mol.
Spectry 24, 87 [1967].

2 H. J. BEcHER u. K. BALLEIN, Z. Phys. Chem. Frankfurt 54,

302 [1967].

G. STREY u. K. Krauss, Friihjahrstagung der DPG, Augs-

burg 1967 ; Z. Naturforsch. 23 a, 1717 [1968].

G. STREY u. K. Krauss, Z. Naturforsch. 23 a, 1667 [1968].

D. E. FREEMAN, J. Mol. Spectry. 27, 27 [1968].

C. J. PEacock u. A. MULLER, J. Mol. Spectry. 26, 454

[1967] ; Z. Naturforsch. 23 a, 1029 [1968].

A. MULLER, Z. Phys. Chem. Leipzig 238, 116 [1968].

8 D. E. FREEMAN, Chem. Phys. Letters 2, 615 [1968].

9 P. TORKINGTON, J. Chem. Phys. 17,1026 [1949].

10 M. LARNAUDIE, J. Phys. Radium 15, 365 [1954].

11 M. A. ELiasHEVICH, Zh. Fiz. Khim. 15, 847 [1941].

& oo 1

-

729

DEecrus und Cross 18
(GF)L=LA, (1)
wobei die Eigenvektormatrix L durch die Gleichung
LL-G (2)

normiert ist. Die Eigenwerte 4; der Sakularmatrix
(G F), zusammengefaBt in der Diagonalmatrix A,
seien fallend geordnet

L>4>...>1,>0. (3)
Mit der Bezeichnung A =L71 (4)
folgt dann F-AAA (5)
und G 1-AA. (6)

Das Modell der progressiven Starrheit beruht in
dieser Notation darin 13, die Matrix L und damit
auch die Matrix A in der Form einer unteren Drei-
ecksmatrix anzunehmen.

Wegen Gl. (5) kann man die Diagonalelemente
F;; von F als Funktionen der jeweils n Elemente
ay; (k=1,2,...,n)der i-ten Spalte von A ansehen.
Diese Elemente erfiillen jedoch wegen Gl. (6) noch
eine bestimmte Anzahl von Nebenbedingungen.
STREY und KrAuss? haben gezeigt, daf}, wenn die
Kraftkonstante F,, unter der Nebenbedingung

2 2 2 -
Gipt+asp+...+apy= (G l)n,n
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ihren minimalen Wert annimmt, die Elemente a;, der
n-ten Spalte von A durch die Gleichungen

aj,=0 fir j=+n,

Apn = (G_l);{?n X
gegeben sind. Wegen Gl. (6) ¢ilt dann aber
An,n-1= (G-I)n—l,n(G_l)nl:/zm (8)

wihrend die restlichen Elemente a; ,_1 (j=1, 2,
...,n—1) der (n—1)-ten Spalte von A noch freie
Variablen sind. Fallt man nun die Kraftkonstante
F, _1.,_1 als Funktion dieser n —1 Variablen auf,

Fyyno1=(Aafn1+72a3 1
Footdyo1an1,0o1) + A 001 (9)
und beriicksichtigt zusitzlich die Nebenbedingung
Dyo1= (G Nnt,0-1— (G 3-1,2/ (G p,n
—(af no1+ a3 o1+ .. +a;-1,,-1) =0, (10)
so lautet die Extremalforderung

Sfn-1

[
Caj, n-1

=0 (j=1,2,...,n-1), (11)

worin f,_1=F, 1, 1+0 P,_1 und ¢ der Lagrange-
Multiplikator ist. Daraus folgt das Gleichungssystem

8j.a-1(4—0) =0 (j=1,2,...,n-1). (12)
Wire hierin 0=4; fur alle j, so wiirde a; ,_1=0

fiir alle j folgen. Das kann aber nicht sein, weil

dann aus Gl. (6)

“%,n—l = (Gil)n-l, n-1

folgen wiirde, was mit Gl. (8) zur Folge hatte, daf}
der Hauptminor M, _; ,, der aus G~! entsteht,
wenn man alle Zeilen und Spalten bis auf die
(n—1)-te und die n-te streicht, verschwindet. Die
Matrix G~ ist aber positiv definit ' und hat daher
nur positive Hauptminoren.

Das Gleichungssystem (12) hat daher nur die Lo-
sungen

’2:2]\.
aj‘,,_1=0 fur ];]f (13)
a%,n—l = ((G¥l)n~1‘7z-1' (G_l)n.n—
- (G;l)%—l.)l)/(le)n.ﬂ ) k: 13 27 v, N — 1'
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Die stationdren Losungen fir F,_; , _; ergeben sich
daraus zu

- D} - D
Fn—l,n—-l =/Ar Ak, n—11%n An,n—1,
k=1,2,...,n-1.
Minimalwert nimmt die Kraftkonstante

Fy_1 ,-1 infolgedessen an, wenn k=n—1 gesetzt
wird. Dann ist

Seinen

(1]'.,1._1=0 fur j=l,‘2,...,n—2,
an-1,n-1= (M, 1, n/Mn) 12,

Hierin soll M,_j n_ji1,.....,. (j=1,2,...,n=1)
den Hauptminor der Matrix G ™! bedeuten, der ent-
steht, wenn man in G™! die Zeilen und Spalten
1, 2,...,n—j—1 herausstreicht. Das Vorzeichen
von a,_1,,-1 darf positiv gewédhlt werden, weil die
Eigenvektoren der Sikulargleichung nur bis auf ihr
Vorzeichen festgelegt sind.

Man kann auf diese Weise fortfahren. Die Ele-
mente a,_1 ,_2 und a, ,_-o der (n—2)-ten Spalte
von A sind auf Grund des bisherigen und der Gl
(6) bereits bestimmt. Die iibrigen konnen hingegen
wieder durch eine Minimalforderung an die Kraft-
konstante F, 5 ,_ 5,

(14)

a o . o
Fn—?. n-2= (/~1 ai,p—2+.. -+/-71420n-—2,n—2)

- 2 - 9
FAhp-10p—-1,n—2+ 4 Ay n—2,
unter der Nebenbedingung
2 2 ‘ - 2
(al,n—2+ as p—2+...+ap-2n-2) +ay-1,n-2
2 -1
+ap,n-2= (G™V)n-2,n-2
festgelegt werden. Es ergibt sich daraus

aj.,,,g:O fur j<n~2,

9 15
Ap_2,p-2= (Mn—‘.’,n—l.n/Mn—l,n)l" 18]

wobei das Vorzeichen von a, » , s wieder positiv
gewdahlt werden darf.

Sukzessive konnen auf diese Weise durch Mini-
malforderungen an die diagonalen Kraftkonstanten
F;; alle Elemente der Matrix A derart bestimmt wer-
den, dal} eine untere Dreiecksmatrix entsteht.

Herrn Prof. Dr. J. BRANDMULLER danke ich fiir sein
Interesse an dieser Arbeit.



